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1. INTRODUCCIO | OBJECTIUS

A I'hora de triar el tema del treball de recerca de segon de batxillerat, vaig pensar que podria
aprofitar la col-leccié de més de 3.000 conquilles de mol-luscs que la meva familia va heretar I'any

2010 del meu oncle-avi Miguel Cubel, naturalista autodidacte i gran aficionat al col-leccionisme.

Pero d’altra banda m’atreia que el tema del treball estigués relacionat amb les matematiques, ja
gue és una de les meves assignatures preferides. Sabia que les espirals que formen els cargols
poden ser representades per equacions, i buscant per internet vaig trobar que hi havia informacié
sobre models matematics que permetien representar en 3 dimensions les formes de la majoria de
les conquilles dels mol-luscs , obtenint imatges sorprenents. Vaig veure que era el tema perfecte
pel meu treball de recerca, ja que combinava el meu interés per les matematiques amb el fet de
tenir una gran quantitat d’exemplars fisics de conquilles.

Mentre buscava informacié vaig observar que hi havia alguns models que semblaven molt
complicats, fins que vaig trobar una web on s’explicava el model de Cortie, que es basa
practicament només en relacions trigonometriques senzilles.

Vaig decidir que el treball podia consistir en seguir els passos del model matematic i introduir-lo en
un programa informatic que ho representés, i obtenir imatges d’algunes de les conquilles de la

col-leccio.

Durant el procés de treball he tingut algunes dificultats per entendre les relacions trigonometriques
d’alguns dels apartats del model utilitzat, la deducciéo de I'equacié parametrica de I'espiral
equiangular i, sobretot, algunes de les inclinacions de I'obertura del cargol. Pero finalment, gracies
en part a ajut familiar, vaig aconseguir entendre-les. Com que tota la informacié consultada estava
en angles, vaig tenir dificultats per comprendre alguns conceptes. | una altra dificultat va ser amb
el programa MAPLE, ja que era un programa nou per a mi, i a vegades no es representaven les

imatges (forma de les conquilles) com jo volia.
Els objectius d’aquest treball de recerca son:

- Entendre tots els passos que porten a la deduccié del model matematic de Cortie.

- Poder obtenir els parametres d’una série de conquilles de la col-leccié.

- Trobari utilitzar un programa informatic que permeti representar en 3 dimensions les formes
de les conquilles mesurades.

- Comparar les imatges obtingudes amb els exemplars fisics, per veure fins a quin punt

s’assemblen.



2. CONTEXT HISTORIC

Ja a I'antiga Grécia van veure que molts aspectes del creixement de plantes i animals podrien ser
descrits per lleis matematiques bastant simples. Un exemple sén els cargols, marins o terrestres,
gue amb les seves conquilles amb espirals, de gran bellesa, han atret des de sempre a artistes i
cientifics.

Per que els cargols formen espirals? A mesura que I’'animal que viu en una closca es desenvolupa,
necessita que aquesta creixi amb ell per poder allotjar-lo. L’animal, que viu a la part exterior de Ia
conquilla, va depositant nou material a la seva vora, i ho fa més rapidament en un costat que en
I'altre, provocant aixi que creixi en forma d’espiral. Sorprenentment, petits canvis a les diferents
velocitats de creixement poden fer variar molt la forma de la closca, per aixdo hi ha una gran

diversitat de conquilles.

Les espirals dels cargols sén del tipus equiangular o logaritmica, que van ser primerament descrites
I’any 1638 per René Descartes (que creia que “només les matematiques son certes, aixi que tot ha
d’estar basat en les matematiques”). El també matematic Jacob Bernoulli (1654-1705) estava
captivat per aquest tipus d’espiral, a la que va anomenar Spira mirabilis (espiral meravellosa).
Curiosament va demanar que a la seva tomba s’inscrigués una espiral equiangular, perd es van

equivocar i van posar una espiral d’Arquimedes.

El primer model matematic per descriure la forma tridimensional de les conquilles dels mol-luscs
basat en espirals equiangulars va ser fet per Henry Moseley I'any 1838. Pero qui primer va donar
una descripcid detallada de la geometria dels cargols, basada en mesures d’exemplars fisics, va ser
el bioleg i matematic escoces d’Arcy Thompson (1860-1948), en el capitol 11 del seu llibre On

Growth and Form (Sobre el creixement i la forma).

La primera persona en fer servir els ordinadors per representar un model matematic de la forma
dels cargols va ser 'america David Raup, que va utilitzar algunes de les expressions obtingudes per

Thompson.

Un dels ultims models publicats (al 1989) és el del fisic sud-africa M.B. Cortie, que, basant-se en el
model de d’Arcy Thompson, va ampliar-lo amb les inclinacions de I'obertura del cargol en les tres

dimensions i amb la possibilitat d’afegir noduls i costelles.

El 2010, el matematic portugués Jorge Picado va publicar una descripcié dels passos que permeten
deduir les férmules del model Cortie. Es basen en relacions trigonometriques, i la deduccié pot ser
seguida sense coneixements matematics molt avancats. L’article de Picado inclou models de cargols

generats amb el programa Mathematica.

Aquest treball de recerca es basa en el model de Cortie i les explicacions de Picado, descrivint des

del principi tots els passos que porten a les formules finals.



3. DESENVOLUPAMENT DEL MODEL MATEMATIC

3.1 El sistema de coordenades polars

Un punt en un pla pot ser definit per un parell de nimeros. Si fem servir el sistema de coordenades
cartesianes, tindrem el parell (x,y). Perd una manera alternativa, i que pot ser més util en
determinades situacions, és utilitzar el sistema de coordenades polars planes, de manera que el

punt estaria representat pel parell (r, 8).

Com es pot veure en la imatge:

e 1 és una recta que uneix el punt P amb I'origen 0, la distancia que separa els dos punts.

e 0 ésl'angle entre larectaril’eix d’ordenades x, expressat en radians.

Podem veure que, per les definicions de cosinus i sinus:

catet contigu x _ _ catet oposat y )
c0s =—— =— s> x =rcosf i sinf =—— == -5 y=rsinf
hipotenusa r hipotenusa r

3.2 Les espirals bidimensionals

En un pla, una espiral és una linia corba generada per un punt que gira al voltant del centre, i que
es va allunyant progressivament d’ell. La seva representacié és més facil si s’utilitzen les

coordenades polars, de manera que el radi r sigui una funcié monotona continua de I'angle 6:

r=f(6)

De manera equivalent, podem expressar |’angle en funcio del radi:

6=7([

La funcié més senzilla és multiplicar r per una constant, i és la que déna lloc a 'anomenada espiral

d’Arquimedes. i
O=ar »r= G/a CD//J
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3.3 L'espiral equiangular o logaritmica

La forma dels cargols no ve representada per I'espiral d’Arquimedes, siné per 'anomenada espiral

logaritmica, on I'angle 6 és funcié del logaritme neperia de r:

/ ™ 0
/ @) 7 O=alnr—or=e’a

Aquest tipus d’espiral és una corba en la que I'angle a entre la
tangent en cada punt P de la corba i el radi OP és constant. Per aixo
se la coneix també com espiral equiangular, i a I'angle a se

I'anomena angle equiangular.

3.4 Equacié parametrica de |'espiral equiangular

De la definicié de radian tenim que d6 = ds/r, de manera que ds = r-dB. A la figura superior, al

tractar-se d’un angle infinitesimal podem observar aquesta igualtat.

Per definicid de I'espiral equiangular, I'angle a és constant de manera que :
da =0

De la figura superior podem trobar:

sina  catet oposat rdf

tana = = - =
cosa catet contigu dr



Reordenant:

dr dae

r tana

Integrant a les dues bandes, i tenint en compte que tan o és constant i pot sortir fora de la integral:

dr do 1
e i K
r tana tana

Tenim com a resultat de les integrals:

(Sent C una constant)

In(r) = tan(@) +

De la definicié de logaritme neperia:

0
r = e[tan a+c]

Resolent I'exponencial:

r= e[%] .eC = roe[%]

Tenint en compte la definicid de cotangent (cot a = 1/tan a):

r=r,- efcota

On r, correspon al radi inicial, quan 8 = 0. Anomenarem a aquest parametre A. Aixi hem obtingut

I’equacid paramétrica de |'espiral equiangular en coordenades polars, que ens déna la distancia

d’un punt de I'espiral a I'origen 0 en funcid de I'angle 6:

|r(0) = Aefcote 0> O|

3.5 Coordenades cartesianes de |'espiral equiangular

A continuacido obtindrem les coordenades cartesianes (x(6), y(6)) d’aquest mateixa espiral

T T
™ \ X

equiangular.

Es pot deduir que:

catet contigu x(0)

6 = =
cos hipotenusa r(0)

) catet oposat  y(60) ~
sinf = — = .
hipotenusa  r(6) y



Aillant x(6) i y(6):

x(0) =r(0)cosO
y(8) =1r(0)sin0

3.6 L'helico-espiral

Les closques d’alguns mol-luscs, com els nautils i els ammonits, tenen una forma discoide planar
generada a partir d’una espiral equiangular (I'anomenada corba estructural) que es desenvolupa
en un pla. Pero la majoria de les closques segueixen una corba estructural en 3D que és una helico-

espiral, a la que anomenarem H, que és la combinacié d’una espiral equiangular i d’una hélix.

b 4 b & & b N A o

47

A continuacié trobarem I'equacié parameétrica de la helicé-espiral, en coordenades polars X, en

coordenades polars ri 8, en un sistema de coordenades cartesianes de XYZ.

Vista des de dalt la helico-espiral H té I'aspecte d’una espiral equiangular definida per I'angle a

(constant) i la distancia A (I'apertura de I'espiral).

=60 a=30



Vist des del costat podem definir I'angle d’engrandiment B com I'angle entre I'eix Z i la linia que

uneix cada punt de la corba.

ks

—

B

Assumirem que, per cada 6 = 0, la distancia r(6) de cada punt (x(8), y(8), z(6)) de H a
I'origen ve donada per I'equacié de I'espiral equiangular r(8) = Ae? €°t®  Seguidament

trobarem les coordenades cartesianes utilitzant relacions trigonometriques.

Z

En aquesta figura podem observar que:

catet contigu  —z(0)

X cosf = hipotenusa  1(8)

D’on obtenim:

z(0) = —r(@)cosp
r(9)

A partir de la figura segiient obtindrem les altres dues coordenades:

Z

y
Podem veure que:
_ catet oposat a (6) si
= = - =
sin g hipotenusa 1(60) @=r@sing
| que:
o catet contigu  x(6) x(9) (@) =r(0)si 0
— = = - -
cos hipotenusa a r(0) sinf x r(0) sin B cos



D’altra banda tenim que:

i catet oposat  y(6) y(6)
sin 6 = — = = -
hipotenusa a r(0) sin B

- y(0) =r(0)sinBsinbd
Substituim 7(8) per Ae? €°t® i obtenim les equacions que defineixen els punts de I'helico-espiral
H(6):
(x(0) = Asin 8 cos 0 e%°t«
F(0) =<{ y(0) = Asin 8 sin 9 e? <ot

z(0) = —A cos B e? cota

3.7 La corba generatriu

Per trobar les equacions de la superficie tridimensional de la closca dels cargols hem de considerar
el desplacament d’una corba C al llarg de I’helico-espiral H{. Aquesta corba C s’anomena corba

generatriu, i es va engrandint proporcionalment al llarg de .

Normalment la corba C es pot considerar com una el-lipse, tot i que hi ha altres formes més com-

plicades de representar-les.
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Una el-lipse té com a parametres a (I'eix semimajor) i b (I'eix semimenor), i podem expressar la

seva equacio parametrica en funcié de I'angle s de la manera seglient:

(ab)

r(s) = , 0<s<2m
J(bcoss)? + (asins)?

Deduccio de I’equacio paramétrica de I’el-lipse

A partir de I'equacié de la circumferéncia: x? + y? = 1, podem obtenir la de I'el-lipse:

En coordenades cartesianes:

x =r(s)coss
y =r(s)sins

Substituint i desenvolupant:

r(s) coss 2 r(s)sins 2 B r(s)coss b 2 r(s)sins a 2 B
<—> +(T) =t - (—z> +(T'a) =1

br(s)coss 2 ar(s)sins 2 B (br(s) coss)2 (ar(s) sins)2 _
( ab >+( ab )‘1 ” @2 v @y 1

(b1(s)coss)? + (ar(s)sins)’ 1 5 r(s)?((bcoss)? + (asins)?) .

(ab)? (ab)?

~ (bcoss)? + (asins)? (b cos s)? + (asins)?

(S = &) = r(s) = \/ (ab)”

(ab)
\/(b cos s)? + (asins)?

r(s) =

Cal tenir en compte que les dimensions de C van creixent quan es va movent al llarg d’ .

Assumirem que la seva velocitat de creixement r. (6) sigui la mateixa que la d’ H, de manera que

r.(0) = egfcota

11



Aixi doncs, multiplicant r. (s) per r-(8) obtenim I’equacié de cada corba C en coordenades polars,

centrada al punt d’ 7 (0) corresponent:
Re(8,s) = re(s)re(8) =1,(s) e? cote, 0>0 0<s<2m

A continuacié trobarem les coordenades cartesianes de I'el-lipse en 3 dimensions, a partir de la

figura seglent:

Z
X
a
y
Observem que:
catet contigu linia taronja sobre x x€(6,5)
cosl = — = — =
hipotenusa linia verda linia verda
i que:
catet contigu linia verda linia verda
coss = = =
hipotenusa linia vermella R.(6,s)
x€(0,s) = linia verda - cos 0 = cos s R,(6,s) cos @
D’altra banda:
- catet oposat  lina taronja paral - lelaay y€(6,s)
sinf = = =
hipotenusa lina verda coss R.(6,s)

y€(6,s) = sin@ coss R,(6,s)

i, per trobar la coordenada z:

catet oposat  linia blava 26(6,s) ¢(6,s) = sins R, (6, s)
= = - z°(0,s) =sins R,(6,s

Sms = hipotenusa ~ lina vermella R, (6,s)

12



Reordenant i substituint termes obtenim les coordenades cartesianes de la corba C.
(x€(8,5) = cosscos O r,(s) e? e
C(0,s) =< y°(6,s) = cosssin @ r,(s) e?cot®
z€(0,s) = sin s r,(s) e9 ot

|”

Per obtenir I'equacio de la closca de cargol § (de I'anglés “shell”) hem de sumar les equacions de C

als punts corresponents d’ H:

§(0,s) = H(O)+C(,s)

6 cota

Sumant les coordenades i traient e com a factor comu obtenim les equacions de §S.

(x5(0,s) = (Asin 8 cos 0 + cos s cos O 1,(s) )e? ot
5(0,5) ={y%°(0,s) = (Asin Bsin 0 + cos s sin O r,(s) )e? ot

Lz‘s(e, s) = (—Acos B + sins r,(s))e? cot*

3.8 Les tres rotacions

Les equacions anteriors només representen la situacié en que corba generadora C no canvia la seva
orientacié i es manté perpendicular a I’helico-espiral . Pero C pot rotar en I'espai de tres maneres

diferents, que podem especificar amb tres angles: ¢, ), u

zZ

Les tres rotacions que haurem d’incorporar a les equacions sén:

13



12 Rotacid ¢

Correspon a la inclinacié de I’eix major de I'el-lipse respecte el pla horitzontal.

Es pot incorporar a les equacions de C(8, s) substituint s per s + ¢ a cada funcié sin i cos.
22 Rotacid )

Correspon a la rotacié de I'el-lipse respecte a I'eix z.

Zz

La introduim a les equacions de C(6, s) substituint 8 per 8 + Q a cada funcié sin i cos.
Amb aquestes dues rotacions obtenim les equacions C, de I’el-lipse:
(x5(8,s) = cos(s + ¢) cos(B + Q) 1,(s) ef cot@
C,(8,5) ={y5(8,s) = cos(s + ¢) sin(8 + Q) r,(s) e? cot@
lsz(@, s) = sin(s + ¢) 1,(s) e? cote
32 Rotacié u

Observant I’el-lipse C, de perfil, aguesta pot rotar un angle i respecte el seu eix horitzontal, passant

a ser una nova el-lipse C;.

C,(0,)

| H(0)=(x(6),u(8).2(6))

C, C.

3
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Tenim que:

_ linia blava _ linia blava
COSKH= hipotenusa z5(8,s)

- linia blava = z5(8, s) cos u

Llavors podem trobar la nova coordenada z d’aquesta 32 rotacié com la suma de les z de I’helico-

espiral H ila d’aquesta rotacio.
25(0,s) = z(0) + z5(6,s) cospu = — A cos 8 9% + sin(s + ¢) 7,(s) e?°t* =
= (=Acos B + cospusin(s + ¢)r,(s)) e? cota

Després, mirant des de dalt:

0+02 A
p C,(f,5s)
Y / i, g+
b
. a
Cy(0.5)
Observant aquesta figura i I’anterior:

in(6 + Q) : : €(6, ) sin usin(6 + Q)

sin = = - a = z5(6,s) sinusin
hipotenusa  z$(8,s)sinp 2 H
b b e .

cos(6+ Q) = - b =25(0,s)sinpcos(6 + Q)

hipotenusa  z$ (6, s) sin u
| ara podem trobar les coordenades x i y d’aquesta 32 rotacio de la corba generadora C:

x$(0,5) = x5(6,s) —a =x5(6,s) — [25(9, s) sin y] sin(6 + Q)

y$(8,s) =y5(8,5)+b=1y5(0,5) + [zg(é,s) sin ,u] cos(6 + Q)

3.9 La férmula per superficies llises

Ara només cal tenir en compte el sentit D de recargolament. Considerem que:

e D =1sil’espiral es desplega en sentit horari, com passa en la majoria dels cargols.
e D =-1siho fa sentit antihorari, com passa en algunes (poques) espécies o, ocasionalment,

en alguns exemplars.

15



Aixi obtenim les equacions parametriques que descriuen la superficie llisa d’'un cargol generada per

una ellipse representada per I'equacio 7, (s) movent-se al llarg d’una helico-espiral:

x3(0,s) =

D[Asin B cos 0 + cos(s + ¢) cos(0 + Q)r.(s) — sinusin(s + ¢) sin(0 + Q)r,(s)]ef cot«

¥3(6,5) =
[Asin B sin @ + cos(s + ¢) sin(0 + Q)r,.(s) + sin usin(s + ¢) cos( + Q)r,(s)]ed ot

75(0,s) = [—Acos B + cos psin(s + ¢p) r.(s)]e? °t*

3.10 Ornamentacions (noduls, costelles i estries )

Molts cargols no tenen la superficie llisa, de manera que per tenir un model complet hauriem
d’afegir uns parametres pels relleus, noduls (punxes més o menys arrodonides), costelles i estries

espirals.

Segons el model de Cortie, podem visualitzar aquests elements d’aquesta manera:

W1

W2

N

Vista superior Vista lateral
Els parametres son:

e N =Numero de noduls al llarg d’'una volta completa de 6 (de 0 a 2m).
e W, = Longitud de cada nodul al llarg de I'el-lipse o corba generatriu.
e W, = Longitud de cada nodul al llarg de I'helico-espiral.

e [ =L'alcada de cada nodul.

e P =1"angle on es posiciona el nodul a I'el-lipse.

El model de Cortie incorpora tots aquests termes en I'equacié de I'el-lipse, substituint 7,(s)

perr(s),on:

r(s) =1.(s) + 1,(s,0), (6<s<2m 6=0)
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Amb:

1,(5,0)=0siW;=00W,=00N=0

—_ 2 2
T(s,60) = L e‘[(Z(STm) +(342 |

on:

10)= 20 rouna ()

sent round una funcié que arrodoneix per dalt o per sota els nUmeros decimals (per exemple round
(3,2)=3, i round (3,7)=4).

El terme r, aixi definit no permet representar les estries espirals que presenten algunes closques.
Aquestes estries poden representar-se modificant la superficie de I'el-lipse de manera que tingui

el seglient aspecte:

Per fer aix0, es pot utilitzar el terme exponencial

(29(9)>2
W,

Canviant W per W3 que seria 'amplada (en radians) de cada estria, i substituint la funcié g(6)
(que segueix I'helico-espiral) per la funcid h(s), que seria la seva equivalent al voltant de tota

I'el-lipse, obtenim

5

Amb:

h(s) = [1;1—; — round (1;[—;)]

On s’ha canviat també N per M (nombre total d’estries al voltant de I'el-lipse).
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Aixi es pot incorporar a I'el-lipse un nou terme corresponent a les estries espirals:

2h(s)\* ' :
Tm(s) = H - ( M§ )) (sent H I'alcada de les estries)
3

| I'afegim a I’equacié de I’el-lipse del model de Cortie:

r(s) =1,(s) + 1,(s,0) + 1,(s), (B<s<2m 6=0)

En el cas de cargols sense noduls, n’hi ha prou amb fer L = 0 per obtenir les equacions del model

dels cargols Ilisos. | si no tenen estries, cal posar H = 0.

Cal tenir en compte que també haurem de fixar un valors maxims i minims pels angles 6

(corresponent al gir de I'espiral) i s (corresponent a I'el-lipse).

Vista superior Vista lateral

3.11 La férmula completa
En resum hem obtingut les seglients equacions:
x3(6,5) =
D[Asin B cos 0 + cos(s + ¢) cos(0 + Q)1 (s) — sin usin(s + @) sin(0 + Q)r(s)]ed cot«
¥3(6,s) =

[A sin Bsin @ + cos(s + ¢) sin(8 + Q)r,(s) + sin usin(s + ¢) cos(O + Q)r(s)]e? ot
75(0,s) = [—Acos B + cos psin(s + ¢p) r.(s)]e? °t*

T(S) = Te(S) + 1,(5,0) + 1 (5)
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Te(S) =

r,(s,0) =L e_[< "1

(ab)
V(b cos 5)2 + (asin s)2

2 2

2(s—P)> (2g(6)> ]

—_— + -7
Wi

(0= [2 rouna (1)

rn(s) = H - (292" h(s) = [~ round ()]

W3

Aguestes equacions fan que en aquest model la forma del cargol depenguin de 17 parametres.

a

B

angle equiangular de I'espiral

angle entre I'eix zi la linia que uneix I'origen xyz i qualsevol punt de I’helico-espiral (el centre

de la corba generadora)

angle de la inclinacié de I’eix major de I'el-lipse respecte el pla horitzontal
angle de la rotacio de la seccid transversal de I'el-lipse vist des d’amunt

angle de la rotacio de la seccid transversal de I'el-lipse respecte I'eix de I’helico-espiral
sentit de cargolament de I'espiral (1=horari o dextral, -1=antihorari o sinistral)
distancia a I'origen de I'inici de I'helico-espirala 8 = 0

semieix major de I'el-lipse

semieix menor de I'el-lipse

alcada del nodul o costella transversal

alcada de I'estria espiral

posicio del nodul a I'el-lipse (en funcié de I'angle s)

amplada del nodul en la direccid s (rad)

amplada del nodul en la direccio 0 (rad)

amplada de I'estria en la direccié s (rad)

nombre de noduls per volta

nombre d’estries en I'el-lipse
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A les seglients figures es poden observar els parametres del model del Cortie, juntament amb els

angles 0 ( de I'espiral) i s de I'el-lipse.

20



4. DETERMINACIO DELS PARAMETRES DE CARGOLS

4.1 D’on podem obtenir les mesures?

Per trobar els diferents parametres d’una espécie de cargol, podem prendre mesures a partir de:

e Una o varies fotografies (d'un llibre o pagina web)
e Una o varies radiografies (es poden trobar en pagines web especialitzades)

e Un exemplar fisic del cargol

Com tinc exemplars fisics de cargols marins tinc I'avantatge de poder visualitzar-lo des de tots els
angles i poder mesurar totes les dimensions.
4.2 Quin metode utilitzaré?

Utilitzaré els exemplars dels cargols de la col-leccié familiar per fer-ne fotografies sobre un fons
mil-limetrat, i les ampliaré. D’aquesta manera emsera més facil mesurar longituds i angles (amb

regle i transportador) i transformar-los a escala real amb I'ajut del paper mil-limetrat.

4.3 Un cas practic

A continuacié descriuré amb detall com s’han mesurat cadascun dels parametres de la closca d’un

exemplar d’ Hemiplecta rugata (espécie de cargol terrestre que té una conquilla llisa).

4.3.1 Determinacio de I'angle a

L'angle a, que determina com sera I'espiral equiangular, té gran importancia en la forma de la

closca, i convé determinar-lo el millor possible.
En aquest cas es pot determinar de dues maneres a partir d’una fotografia des de dalt ampliada.
Meétode 1:

Tragar un radi de I'espiral i fer una tangent a la corba en el punt de tall amb el radi.

Aguest metode és aproximat, ja que la tangent s’ha d’ajustar a ull. Per tant, cal prendre varies
mesures i obtenir un valor mitja, per tenir menys error. Com que la corba de la superficie de la
closca és paral-lela a la de I'helico-espiral central, es pot tragar la tangent a aquella corba, tal com

es pot veure a la figura seglient.
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S’han fet 5 mesures i s’han obtingut els segiients valors (mesurats amb transportadors d’angles).

Mesura a ()
1 80
2 86
3 87
4 86
5 82
Mitjana 84,2

Metode 2:

Aguest métode, més complex, consisteix en trobar la constant de creixement de |'espiral
equiangular, que és cot a, a partir de varies mesures del radi R a diferents angles 8. Representant
el punts en un grafic i ajustant una corba exponencial, podrem obtenir aquesta constant i, per tant,

a.
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Els valors obtinguts a partir de la fotografia superior, aplicant un factor d’escala de 0,365

mm/quadrat, son:

0 R R (mm)
his 1 0,36
3 2 0,73
5m 5 1,82
7n 9 3,28
9n 18,5 6,74

Utilitzant el full de calcul Excel, es representa R en funcié de 6 i s’ajusta una corba exponencial,

aconseguint la seva formula:

Espiral Hemiplecta - 5620007

R?=0,9963
8,00

7,00
6,00
5,00
4,00
3,00
2,00
1,00

0,00
0,00 5,00 10,00 15,00 20,00 25,00 30,00
0

r (mm)

S’observa que:
- Elradi creix exponencialment amb I'angle 6.

- Els punts s’ajusten bastant bé a la funcié exponencial (R? = 0,9963).
La férmula de la corba és:
R =0,2562e%1172°
Per tant, d’acord amb la fdrmula de I'espiral equiangular:
cota=0,1172

D’on es pot deduir el valor d’a:

ana =0,1172 - tana = 01172

= 8,532 » a = arctan 8,532 » a = 83, 3°
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4.3.2 Determinacio d’A

Aguest parametre correspon a la distancia a I'origen de I'inici de I’helico-espiral, i el seu valor és
molt important. En teoria, en el cas de la Hemiplecta correspondria al valor ro de 'equacié de
I’espiral equiangular trobada anteriorment (ro = 0,2562), pero per fer servir aquest valor hauria
d’utilitzar les dimensions (a, b) de la el-lipse més petita (inicial), que és molt dificil de determinar, i
llavors el que he fet és anar provant valors d’A un cop determinats tots els altres parametres. En

aquest cas, amb A =27 s’obté una imatge que s’aproxima bastant a la realitat.
4.3.3 Determinacio de I'angle 8

Sobre la foto del cargol es dibuixa I’eix z i la recta que uneix I'origen de I’helico-espiral amb el centre
de I'el-lipse que forma la boca, i es mesura I’angle amb un transportador.

El valor obtingut és B = 37°

P seue conadd
3 .

SuSes
—_—

T Y
= o
.
Fyss ey

1
—
e

4.3.4 Determinacio dels semieixos a, b i de I'angle ¢
Sobre la mateixa foto (figura superior) es dibuixen els semieixos major (a) i menor (b) de I’el-lipse
que forma l'obertura del cargol. Es mesuren, tenint en compte I'escala de la foto, i s'obtenen els

valorsa=18 mmib =15 mm.

D’altra banda, es dibuixa una linia paral-lela a I'eix z que passi pel centre de I'ellipse i es mesura

I'angle que forma el semieix menor amb aquesta linia. En aquest cas, @ = -30°.
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4.3.5 Determinacio de I'angle Q

Sobre una foto del cargol vist des de dalt es dibuixa un radi que passi pel punt final de I’helico-
espiral (que correspon al centre de I'obertura), i una linia sobre I'obertura, i es mesura I'angle que

formen. En aquest cas Q2 = -10°.

4.3.6 Determinacio de I'angle u

Sobre una foto lateral del cargol que mostri 'obertura, es dibuixa I'eix z i la linia que correspon a

I'obertura, mesurant a continuacié I'angle que formen. El valor obtingut és u = 26°.

4.3.7 Determinacié de D

Com a la gran majoria dels cargols, I’helico-espiral de I'Hemiplecta rugata creix en sentit horari.
Per tant, D = +1.

4.3.8 Determinacio de L

L’Hemiplecta rugata té una closca de superficie llisa, de manera que cal posar L = 0 i H=0, per

anul-lar el termes r, i rn de I’'equacio corresponents als noduls i costelles i a les estries.
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4.3.9 Determinacio dels intervals de 8 i s

Finalment, caldra trobar uns valors maxims i minims pels angles 8 i s, segons el nimero de voltes
de l'espiral i el tros de I'el-lipse que es visualitza a I'obertura del cargol. Aquests valors es poden

obtenir provant-ne de diferents al programa fins obtenir la millor representacio 3D.

5. EL SOFTWARE MAPLE

El programa matematic utilitzat en aquest treball per representar tridimensionalment les closques
dels cargols és MAPLE. El seu nom és una abreviatura de la frase en angleés Mathemathic Pleasure,
i també es deu a que MAPLE va ser fet a Canada, que té una fulla d’ar¢ (maple en anglés) a la seva

bandera.

MAPLE té incorporada una aplicacid de representacio de cargols basada en el model de Cortie, de
manera que he pogut utilitzar les formules escrites, modificar-les i posar-hi els parametres dels

cargols que tinc.

5.1 La férmula en MAPLE

Les formules del model utilitzat s’escriuen de la seglient manera:

x = D* (A4 *sin(beta) *cos(Theta) + R*cos(s + phi) *cos(Theta + Omega) - R * sin(mu)
*sin(s + phi) *sin(Theta + Omega) ) * exp(Theta * cot(alpha));

y = (-A*sin(beta) *sin(Theta) -R *cos(s + phi) *sin(Theta + Omega) - R * sin(mu) *sin(s
+ phi) *cos(Theta + Omega) ) * exp(Theta * cot(alpha) );

z = (-A*cos(beta) + R*sin(s + phi) *cos(mu) ) *exp(Theta * cot(alpha));

SR = R=RE + RN + RM;
SRE := RE=a*b/sqrt((a*sin(s)) "2 + (b*cos(s))"2);

SRN := RN =L* (exp(-(2*(s-P)/W[1])"2)) *exp(-(2*g/W[2])"2);
SRM = RM=H* (2*h/ W[3])"2;

Sg = g= (Theta* N/2/Pi — round(Theta* N/2/Pi));
Sh = h=(s*M/2/Pi — round(s*M/2/Pi));

Després cal escriure les instruccions on s’afegeixen els valors dels parametres:

S = {D=1, alpha = rad(83.3), beta= rad(37), phi = rad( -30), mu = rad(26),Omega = rad(
-10), smM = rad(-270) ..rad(90),4=27,a=18,b=15,P=0,L=0,H=0}:
R1 := subs(S, subs(SR, SRE, SRN, SRM, Sg, [x,,z])) :

plot3d(R1, s = subs(S, smM ), Theta =-11*Pi..6 * Pi, grid = [ 200, 200], style = patchnogrid,
scaling = constrained, orientation = [ -68, 80], lightmodel = light2, shading = xy);
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| a la part inferior sortira la representacié tridimensional obtinguda. Aquesta imatge es pot rotar i

modificar el color i la il-luminacio

6. MODELS DE CONQUILLES DE MOL-LUSCS

He determinat els parametres de 5 exemplars de la col-leccié familiar, mesurant distancies i angles
tal com s’ha explicat anteriorment, i les he introduit al programa MAPLE, fent els ajustos necessaris

fins a obtenir una imatge proxima a la real.

Les il-lustracions i grafics utilitzats per trobar els parametres, es mostren com annexes al final del

treball.

Els 5 exemplars son de les espeécies:

Hemiplecta rugata
e Turritella terebra

e  Planorbis planorbis
e Cellana talcosa

e Ginebis argenteonitens
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6.1 Model d’Hemiplecta rugata

Es tracta d’'un gasteropode pulmonat (cargol terrestre) originari d’Indonésia.
La seva conquilla té la forma tipica dels cargols terrestres i la superficie és llisa.

Llista de parametres obtinguts:

{D=1,a=83.3,=37,®=-30, u=26,Q=-10,s min=-270°, s max=90°, A=27,a=18, b
=15,P=0,L=0,H=0}
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6.2 Model de Turritella terebra

Es una gasteropode mari amb forma de con allargat format per una gran quantitat de voltes d’espira
apretades. El valor de a ha estat trobat a partir de d’una fotografia lateral (annex). La seva superficie
no és llisa si no que te estries espirals, de manera que H # 0.

Llista de parametres obtinguts:

{D=1,0=88.6,3=3.5 ®=80,u=28,Q=0,s min=-250°, s max=90°, A=81,a=7.5,b=
6.5, L=0, H =0.00007, W3=1°, M = 25}.
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6.3 Model de Planorbis planorbis

Es un cargol pulmonat d’aigua dolga habitual als aquaris. La seva conquilla, com les dels nautils i
ammonits, té una forma discoide planar, de manera que I’angle B és proper a 90°. La seva superficie
és plana (L=0, H=0).

Llista de parametres obtinguts:

{D=1,0=83.7, =86, ®=-85, u=-13, Q =-27, s min = -270°, s max= 90°, A= 44.5, a = 20,
b=16,P=0,L=0, H=0}
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6.4 Model de Cellana talcosa

Aquest tipus de pegellida (en castella, lapa) és originaria de Hawaii. La seva conquilla és molt
diferent a la dels gasteropodes, pero el model matematic utilitzat també és capac de representar-
la. El valor de I'angle a és proper a 0, i és per aixo que I'espiral no es tanca, i I'angle B és de 90°. La
superficie presenta estries molt marcades (H # 0).

Llista de parametres obtinguts:

{D=1,a=3,=90,0=0,u=0,Q=-90,s min=-180°, s max= 180°, A= 16, a =30.5, b =
24.5, L=0, H = 0.0004, W3=1°, M = 36}

e
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6.5 Model de Ginebis argenteonitens

Aquest gasteropode mari viu a aiglies profundes del Mar de la Xina. La seva conquilla, de forma
conoidal, és groguenca i brillant. Presenta una fila de noduls i una marcada estria espiral. Per tant,
s’han agut d’ajustar valors per tots els parametres del model implicats en I'ornamentacié.

Llista de parametres obtinguts:

{D=1,a=84.3,B=16,® =-60, u=20,Q=0,s min=-270°, s max=90°, A=23,a=9,b =
9, L=1.5, H=0.08, W1 = 15°, W, = 15°, W3=15°, M =4, N = 18, P = 80}
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7. CONCLUSIONS

Penso que al fer aquest treball de recerca he aconseguit els objectius que m’havia proposat al seu

comencament.

Primerament, he pogut seguir i entendre el model matematic de Cortie, i I’'he desenvolupat i
explicat de la manera més entenedora que he pogut. Tot aixd ha estat gracies al material preparat

per Picado, ja que intentar deduir les férmules finals de Cortie hagués estat fora del meu abast.

Després del treball teodric, ha estat molt interessant mesurar i calcular els diferents parametres
necessaris pel model a partir de conquilles de la col-leccié. En aquest punt ha estat clau el fet de

disposar dels exemplars reals, ja que les he pogut examinar i fotografiar de tots els angles.

Amb aquest treball he aprées moltes coses, com el gran poder que tenen les matematiques, isaber
utilitzar el full de calcul Excel per representar dades, ajustar una corba exponencial, i obtenir el

valor de I'angle a a partir de I'equacié de la corba.

En quant al programa informatic per obtenir les imatges a partir de les equacions, trobo que MAPLE

és relativament facil d’utilitzar, i amb ell es poden obtenir models fabulosos.

Considero que la comparacié de les representacions obtingudes amb les fotografies dels exemplars
reals ha estat bastant bona i es pot observar com el model de Cortie permet obtenir una gran
varietat de conquilles. A més, un punt fort d’aquest model es que no utilitza funcions matematiques
complexes, ja que he trobat altres molt complicats. Tot i aixi, durant el procés he observat que el

model té limitacions i hi ha coses que no es poden fer:

- El model de Cortie no permet representar estries espirals com els de la Turritella terebra. Perd
afortunadament he aconseguit poder representar-les incorporant una série de punxes que fan
I’efecte d’estries quan es representa en 3D.

- Quan l'obertura és molt diferent a un cercle o a una el-lipse, els models que he obtingut sén
bastant diferents a la seva part inferior. Aixi que caldria substituir I'equacié de I'el-lipse per un altre
tipus d’equacié més complexa i dificil.

- | amb aquest model no es poden representar bé ornamentacions més complexes que els simples

noduls.

Aixi doncs, encara és possible aprofundir més en aquest model, millorant aquestes limitacions.
També es poden perfeccionar les imatges obtingudes incorporant colors i patrons que imitin les
conquilles més acolorides. Ja hi ha models que ho fan, encara que utilitzant expressions

matematiques bastant més complexes.
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https://es.wikipedia.org/wiki/Maple_(software)

9. ANNEXOS

9.1 Mesures i calculs de Turritella terebra

7,0

6,0
5,0
4,0

3,0

r (mm)

2,0

1,0

Espiral Turritella

y = 0,31350.0242¢
R? = 0,9908

0,0
0,0 20,0

40,0 60,0 80,0

120,0 140,0
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0 R R (mm)
23 3,5 1,8
25 4 2,0
27 5 2,5
291 6 3,0
31n 7 3,5
33n 8 4,0
35 9 4,5
3’n 10 5,0
39m 12 6,0

cot a = 0.0242 (en radians)

1/tan o = 0.0242

tan o = 1/0.0242 = 41,322

a=arctan 41,322 = 1,547rad
o= 88,6°



9.2 Mesures i calculs de Planorbis planorbis

y = 0,6327¢%1056x

Espiral Planorbis

R?=0,9951
8,0
7,0 °
6,0
5,0
7 40
£ 3 *
2,0
10
0,0
0,0 5,0 10,0 15,0 20,0 25,0
]
cot a = 0.1096 (en radians)
0 R R (mm)
1/tan aa = 0.1096
T 2 0,9
3 4,2 1,9 tan o = 1/0.1096 = 9,124
24 e 3,2 o = arctan 9,124 = 1,462rad
/n 16,5 7,3
a=  83,7°
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9.3 Mesures de Cellana talcosa
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9.4 Mesures i calculs de Ginebis argenteonitens

. . . y = 1,5594¢0.1003¢
Espiral Ginebis R?— 0,9622

0,00 5,00 10,00 15,00 20,00 25,00 30,00
]
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cot a = 0.1003 (en radians)

1/tan a =0.1003

tana =1/0.1003 = 9,970
a =arctan 41,322 = 1,471rad
a= 84,3°



9.5 El programa en MAPLE complet

rad ==proc(aa) aa/360*2*Piend:
x = D* (A4 *sin(beta) *cos(Theta) + R*cos(s + phi) *cos(Theta + Omega) - R * sin(mu)

*sin(s + phi) *sin(Theta + Omega) ) * exp(Theta * cot(alpha));
y = (-A*sin(beta) *sin(Theta) - R * cos(s + phi) *sin(Theta + Omega) - R * sin(mu) *sin(s
+ phi) *cos(Theta + Omega) ) *exp(Theta * cot(alpha) );
z = (-A*cos(beta) + R*sin(s + phi) * cos(mu) ) *exp(Theta * cot(alpha) );

SR == R=RE + RN + RM,

SRE == RE=a*b/sqrt((a*sin(s))"2 + (b*cos(s))"2);

SRN = RN =L* (exp(-(2*(s-P)/W[1])"2)) *exp(-(2*g/W[2])"2);
SRM := RM=H* (2*h/ W[3])"2;

(Theta* N/2/Pi — round(Theta* N/2/Pi));

Sg =
(s*M/2/Pi — round(s*M/2/Pi));

Sh == h=

S = {D=1, alpha = rad(83.3), beta=rad(37), phi = rad(-30), mu = rad(26 ), Omega = rad(
-10), smM = rad(-270) .rad(90),A=27,a=18,b=15,P=0,L=0,H=0} :
R1 = subs(S, subs(SR, SRE, SRN, SRM, Sg, Sh, [x,y,z])) :

plot3d(R1, s = subs(S, smM), Theta =-11*Pi .6 * Pi, grid = [ 200, 200], style = patchnogrid,
scaling = constrained, orientation = [ -68, 80, lightmodel = light2, shading = xy);

S = {D= 1, alpha = rad(88.6), beta= rad(3.5), phi = rad(80), mu = rad(28), Omega
=rad(0), smM = rad(-250) ..rad(90),A=81,a=7.5,b=6.5,L =0, H=0.00007, W[3]
=rad(1),M=25}:

RI1 = subs(S, subs(SR, SRE, SRN, SRM, Sg,Sh, [x,y,z])) :
plot3d(R1, s = subs(S, smM), Theta =-32*Pi..6 *Pi, grid = [ 200, 200], style = patchnogrid,
scaling = constrained, orientation = [ -68, 80], lightmodel = light2, shading = xy);
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S := {D=1, alpha =rad(83.7), beta= rad(86), phi = rad( -85), mu = rad( -13), Omega
=rad(-27), smM = rad(-270) .rad(90),4=44.5,a=20,b=16,P=0,L=0,H=0} :
RI1 = subs(S, subs(SR, SRE, SRN, SRM, Sg,Sh, [x,y,z])) :

plot3d(R1, s = subs(S, smM), Theta =-0*Pi..9.5*Pi, grid = [ 200, 200], style = patchnogrid,
scaling = constrained, orientation = [ - 68, 80], lightmodel = light2, shading = xy);

=100

Lopo —300 0 spp 1000 1500

S = {D= 1, alpha = rad(3), beta= rad(90), phi = rad(0), mu = rad(0), Omega = rad( -90),
smM = rad(-180) .rad(180),4=16,a=30.5,b=24.5,L =0, W[3] =rad(1),M =36, H
=0.0004} :
RI1 = subs(S, subs(SR, SRE, SRN, SRM, Sg,Sh, [x,y,z])) :
plot3d(R1, s = subs(S, smM ), Theta =-5%*Pi..0.4*Pi, grid = [ 400, 400], style = patchnogrid,
scaling = constrained, orientation = [ -68, 80], lightmodel = light3, shading = xy);
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-6.x 10" : \

-4.% lO”

-2.x 10" —

2.x 10"
4. x 10"

11
6.x10 | PR D R R R L
-6.x 1012 x10'2. x 10" & x 10"

S := {D=1, alpha =rad(84.3), beta=rad(16), phi = rad( -60), mu = rad(20), Omega
=rad(0), smM = rad(-270) .rad(90),4=23,a=9,b=9,L=1.5,H=0.08, W[1]
=rad(15), W[2]=rad(15), W[3] =rad(15), M=4,N=18,P =rad(80)}:

RI = subs(S, subs(SR, SRE, SRN, SRM, Sh, Sg, [x,y,z])) :

plot3d(R1, s = subs(S, smM), Theta =-10*Pi ..6.2 * Pi, grid = [ 800, 800, style = patchnogrid,
scaling = constrained, orientation = [ -68, 801, lightmodel = light2, shading = xy);

- 1201

- 1807
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